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RESUMO

Neste texto apresentamos uma investigacdo sobre o conceito de volume mobilizado por alunos do ensino
médio, considerado como um dos constituintes do campo conceitual das grandezas geométricas. A pesquisa
estd baseada nos estudos sobre area de figuras planas como grandeza de Regine Douady e Marie-Jeanne
Perrin-Glorian; adota como aporte tedrico a Teoria dos Campos Conceituais desenvolvida por Gérard
Vergnaud e colaboradores. Foi aplicado um teste piloto para dez alunos do terceiro ano do ensino médio da
rede privada da cidade do Recife-PE. Dentre os resultados obtidos, observa-se que a maioria compreende
volume como grandeza diante de situacdes de medida, reconhece a férmula do volume do paralelepipedo e
da pirdmide e recorre a representagdo simbdlica dos sélidos durante a resolucao das questdes.
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INTRODUCAO

O trabalho com grandezas geométricas, como area, comprimento e volume, foi
marcado durante um longo periodo por uma énfase exagerada na utilizacdo de formulas e
conversdo de unidades, o que ainda se observa nos livros didaticos do ensino médio de
acordo com a avaliagdo do Programa Nacional do Livro Didatico (BRASIL, 2011).

Apesar de a formula ser uma ferramenta importante para o calculo de volume e de
outras grandezas geométricas, 0 seu uso mecanico, sem a compreensao de seu significado,

bem como a aplicacdo exagerada destas para compreensdo das grandezas tém se mostrado
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ineficazes e geradores de entraves, como por exemplo, a omisséo ou 0 uso inadequado de
unidades de volume (OLIVEIRA, 2002).

Torna-se relevante o estudo da grandeza volume dentro de um programa de
matematica vivenciado no ensino médio, ndo sO6 por configurar a pratica social da
disciplina, como também por possibilitar a integracdo entre os varios topicos
programaticos (sistema de numeragdo, medidas, opera¢des com nudmeros racionais,
geometria) e com outras disciplinas como a fisica e a quimica.

Ainda que alguns dos aspectos a serem estudados sejam complexos, a necessidade
do uso social gera a responsabilidade da escola em exploré-los desde o ingresso do aluno e
permitir a consolidacdo das habilidades e das competéncias do aluno a respeito deste
contetido no ensino médio.

Nas colecOes avaliadas pelo Programa Nacional do Livro Didatico - PNLD 2012
(BRASIL, 2011) observou-se que problemas que envolvem volume ainda ddo énfase a
aplicacbes da éalgebra, o que permite ao aluno pouca visualizacdo espacial para
compreensdo de volume. O guia do Livro didatico sugere que seria interessante explorar
outras perspectivas para representacdo dos objetos, pois algumas ilustracdes apresentam
falhas que dificultam a visualizagéo.

Portanto, este trabalho visa a obtencdo de um diagnostico dos conhecimentos dos
alunos do ensino médio a respeito da grandeza volume, a partir de um estudo das situacdes
que dao significado ao conceito de volume, adotando como aporte teérico a Teoria dos
Campos Conceituais de Vergnaud (1990), além de apresentar como hipdteses didaticas que
provém das pesquisas desenvolvidas por Douady e Perrin-Glorian (1989), as quais
distinguem trés quadros para compreensdo do conceito de area como grandeza: o quadro

numérico, o quadro das grandezas e 0 quadro geométrico.

FUNDAMENTACAO TEORICA

Modelizacdo Didatica Relativa as Grandezas Geométricas

Para a andlise do objeto de estudo levamos em consideracdo a modelizacédo didatica
relativa ao conceito de area proposta por Douady e Perrin-Glorian (1989) e transposta para
o0 conceito de volume (OLIVEIRA, 2002; BARROS, 2002; BELLEMAIN E LIMA, 2010):

Quadro geométrico: constituido por superficies planas que sdo modelos

matematicos de faces planas de objetos do mundo fisico. Sdo essas figuras que sédo



comparadas com relacdo ao atributo area. Neste estudo relacionaremos este quadro com o
atributo volume, assim sera constituido por objetos tridimensionais, contendo as
dimens0es: altura, largura e comprimento.

Quadro numerico: consistindo nas medidas de area, que pertencem ao conjunto
dos numeros reais ndo negativos. Para o caso de volume, constitui a sua medida, que
também pertence ao conjunto dos nimeros reais nao negativos.

Quadro das grandezas: contexto proprio da nocdo de area, que integra os dois
primeiros e € caracterizado formalmente como classes de equivaléncia de superficies de
mesma area. Da mesma forma para o volume como grandeza, caracteriza como classes de

equivaléncia de objetos de mesmo volume.

Elementos da Teoria dos Campos Conceituais

Para Vergnaud (1990), a constituicdo de um conceito depende de trés dimens@es do
conhecimento, as quais estdo inter-relacionadas. O conceito é entdo definido por:

C={S,10,x}

Em que:

S = conjunto de situa¢des que d&o sentido ao conceito (a referéncia).

IO = conjunto de invariantes operatérios, mecanismos utilizados pelo sujeito na
resolucéo do problema (teoremas-em-acgdo e conceitos-em-a¢do), sobre os quais se apdiam
a operacionalidade dos esquemas (variavel psicoldgica).

¥ = conjunto de representacbes simbdlicas utilizadas/possiveis, tanto para
apresentacdo quanto para resolucdo do problema (possibilidade de representacdo simbdlica
do conceito).

Desta maneira, 0 conceito € um conjunto constituido por situacdes de referéncia,
por invariantes operatdrios e sistemas de representacdo simbolica.

Isso implica que para estudar o desenvolvimento e uso de um conceito, ao longo da
aprendizagem ou de sua utilizacdo, € necessario considerar esses trés conjuntos
simultaneamente, ndo se pode reduzir o significado nem aos significantes nem as situagoes.
Assim, um Unico conceito ndo se refere a um s tipo de situagcdo e uma unica situacao ndo
pode ser analisada com um so conceito.

Segundo Vergnaud (1990) esquema € a organizacdo da conduta para uma certa

classe de situagbes. Teoremas-em-acdo e conceitos-em-acdo sdo invariantes operatorios,



logo, sdo componentes essenciais dos esquemas, Sd0 0S conhecimentos contidos nos
esquemas. Teorema-em-acdo € uma proposicao considerada como verdadeira sobre o real.
Conceito-em-acéo é um objeto, um predicado, ou uma categoria de pensamento tida como
pertinente, relevante.

Diante de um levantamento sobre situagfes em estudos que tinham como aporte
teérico a Teoria dos campos conceituais (OLIVEIRA, 2002; BARROS, 2002;
ANWANDTER-CUELLAR, 2008), classificamos as situacGes que dao sentido a volume

em:.

e Comparacéao de volumes;

e Medida de volume;

e Producéo de solidos;

e Transformacédo de unidades;

e Adicao e subtragdo de volumes.

Esta classificacdo esta também presente no trabalho em andamento de Leonardo
Bernardo de Morais, aluno do Programa de Pds-Graduacdo em Educacdo Matematica e
Tecnologica da Universidade Federal de Pernambuco, o qual estuda o tema volume como
grandeza nos livros didaticos do ensino médio. Ressaltamos também que estes trabalhos se
articulam ao grupo de estudos Pro-Grandeza®, o qual se debruca sobre o ensino-
aprendizagem das grandezas geométricas e suas medidas, mas particularmente
comprimento, area e volume.

Analise especifica de cada tipo de situacao

Situagdes de comparacao
Na situacdo mais simples, os problemas de comparacdo consistem em determinar,
dados dois sélidos, se eles tem mesmo volume ou qual dos dois tem volume maior. Nos
casos em que sdo apresentados mais de dois sélidos, trata-se de ordenar os sélidos, e nesse
caso, intervem a transitividade da relagdo de ordem. SituagBes de comparacgdo exigem do
aluno a passagem do quadro geométrico para o quadro das grandezas, levando em

consideracdo a articulacdo entre os quadros geométrico, numérico e das grandezas
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construidos por Douady e Perrin-Glorian (1989). Situa¢6es em que sdo comparados solidos
0C0S ou macicos ou realizar comparagdes estaticas ou dinamicas podem favorecer ou
bloquear as estratégias mobilizadas pelos alunos.

Podemos observar como estratégias: visual (perceptiva), inclusdo, decomposi¢édo-

recomposicao, imersdo, medida e comparagéo das medidas, e comparacdo das massas.

Situacdes de medida

SituacBes de medida de volume permitem a articulagdo entre os quadros numérico,
geométrico e das grandezas, ao calcular o volume de um sdlido, o aluno passa do quadro
geométrico para 0 numerico, e ao reconhecer a medida como sendo da grandeza volume,
passa para o quadro das grandezas.

Os alunos podem utilizar diferentes estratégias para resolverem problemas desse
tipo, tais como: contagem de unidades (s6lidos unitérios), uso de formulas, principio de
Cavalieri, imersédo, preenchimento e transvazamento.

A partir de trabalhos anteriores (OLIVEIRA, 2002; BARROS, 2002;
ANWANDTER-CUELLAR, 2008) podemos observar como entraves: confusdo entre as
grandezas (natureza, instrumento de célculo ou variagdo), uso inadequado de unidades ou
auséncia do uso de unidades, desconhecimento da formula, dificuldade na identificacdo das
medidas a serem utilizadas no célculo, dificuldades no célculo numérico, dificuldades no

manejo com nUmeros racionais.

Situacdes de Transformacao de unidades

Séo situacbes que exigem a mudanca de unidades ou transformacéo de unidades.

O aluno poderéa encontrar dificuldades ao se deparar com variaveis presentes para
este tipo de situacdo como a natureza das unidades (homogeneidade das unidades de
medida das arestas, 0 que nao requer transformacdo de unidades, ou heterogeneidade das
unidades de medida, ou seja, ha diferentes unidades de medida de arestas correspondendo a
maultiplos ou submultiplos de uma unidade de medida, em que requer a transformacao
prévia das unidades de medida em uma Unica unidade de medida) e nos casos de
transformacéo e conversdo de unidades. Para a transformacdo de unidades de medida, o
aluno dispBe da estratégia de medir o volume de um mesmo sélido usando unidades
diferentes, como por exemplo: medir o volume de sélido formado por cubinhos de 1cm de
aresta, pode ter como resposta a unidade de medida de volume cubinhos ou a unidade de

medida cm®. Para a conversdo de unidades, o aluno devera utilizar a estratégia de converter



uma unidade de volume em outra, ou seja, de uma unidade de medida para um de seus
maultiplos ou submultiplos, ou de uma unidade de medida de volume para uma unidade de

medida de capacidade, ou vice-versa.

Situacdes de Producéao

Sdo situagdes que se caracterizam pela producdo de um sélido com volume menor,
maior ou igual a um volume dado. Podendo ser: producdo de um solido com volume dado,
producdo de um so6lido com volume menor ou maior, producdo de um sélido de volume

igual ao de outro solido dado.

Como estratégias o aluno pode se dispor: da composicdo, da decomposicdo-

recomposicao e do Principio de Cavalieri.

Situacdes de adicao e subtracdo de volumes

Consiste em operacbes de adicdo e/ou subtracdo entre medidas de volumes
apresentadas.
Podem apresentar como varidveis a homogeneidade ou ndo de unidades e a natureza dos
nameros (naturais, racionais, reais), o que ira dificultar as estratégias utilizadas pelos

alunos.
Objetivos

Objetivo geral

Analisar a compreensdo da grandeza volume por alunos do ensino médio, sob a
Gtica da teoria dos campos conceituais.

Objetivos especificos

-Caracterizar como os alunos do ensino médio distinguem e articulam os quadros
geométrico, numérico e das grandezas na resolucdo de problemas envolvendo volume.

-ldentificar tipos de situacfes que dao sentido a volume para os alunos do ensino
médio.

- Identificar os invariantes operatorios (conceitos-em-ac¢do e teoremas-em-agao)
mobilizados por alunos de ensino médio, diante de problemas envolvendo volume.

- Caracterizar como os alunos do ensino médio lidam com as representacgdes

simbdlicas em jogo na resolucdo de problemas envolvendo volume.



METODOLOGIA

Devido o carater qualitativo desta pesquisa, optamos por realizar um estudo de
caso, na qual trabalhamos com um grupo de dez alunos do ensino médio da rede privada de
ensino da cidade do Recife-PE.

Para o estudo de caso, a pesquisa foi dividida em seis etapas:

-Construcdo e analise a priori do teste de sondagem;

-Selecgéo das escolas e dos alunos a serem pesquisados,

-Aplicacdo e resolucdo do questionario pelos alunos selecionados;

-Analise das respostas obtidas dos alunos e confrontacdo com a anélise a
priori.

Desta forma, agrupamos as atividades que foram aplicadas aos alunos de acordo
com o tripé de Vergnaud (1990) para a obtencdo de um conceito (situacdes, invariantes
operatorios e representacdes simbdlicas) e levando em consideracdo a articulacao entre os
quadros geométrico, numérico e das grandezas construidos por Douady e Perrin-Glorian
(1989).

A escola foi selecionada por estar a disposicéo deste estudo, ter colegas professores
de matematica como professores atuantes nas salas de aula do ensino médio.

Como o tema volume sé é ensinado no fim do ano letivo do segundo ano ou no
inicio do terceiro ano do ensino médio, decidimos realizar nosso estudo exploratorio com o
terceiro ano do ensino médio. Desta forma, aplicamos em sala de aula, um teste de
sondagem contendo 11 questdes sobre o tema volume, com dez alunos, que resolveram
individualmente as questdes com apenas lapis e papel a sua disposicao.

Diante das situacOes listadas nos trabalhos de Barros (2002), Oliveira (2002) e
Anwandter-Cuellar (2008), selecionamos dentre questdes de vestibulares, do Enem e de
alguns trabalhos ja citados, as 11 questdes que foram analisadas para a construcdo do
instrumento de coleta de dados desta pesquisa e consideramos para este estudo a
classificacdo dos problemas em: problemas de comparacdo, de medida, de producédo e de

transformacéo de unidades.

RESULTADOS E DISCUSSAO
O resultado parcial obtido com 10 alunos do ensino médio de uma escola da rede

particular de ensino € explicitado na tabela a seguir:



Tabela 1: Percentual dos resultados

% nao
respondeu

% erros

Situacao Questéao % acertos

Medida Q2, Q3, Q4, Q8, 46,7 38,3 15
Q10, Q11
Comparagao Q1, Q5 40 45 15
Producéo Q6, Q7a, Q7b, 22,5 50 27,5
Q7c
Transformacao EOEHel dNe s/ 42 24 34
Qad

As questdes que envolvem situacdo de medida foram as que obtiveram maior
percentual de acerto, o que reforca ainda mais a énfase dada no ensino a esses tipos de
situacBes. Nas questdes de medida, a férmula foi a estratégia mais utilizada. Dentre os
erros presentes podemos verificar um erro relativo a identificacdo do sélido (o aluno pensa
que se trata de um prisma de base triangular e resolve usando essa formula) e um erro na
atribuicdo da unidade de medida no resultado (ele expressa o volume em metros, ao inves

de usar metros cubicos), conforme exemplo a seguir:

2) Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m e por base um
retingulo, na posi¢io horizontal, de lados 8 m e 4 m. Qual o volume desse
tanque?

Justifique sua resposta: b2

. Ae

N / - |

Figura 1

A questdo 9 envolve uma situacdo de transformacgdo de unidade, em que a maioria
ndo sabe transformar as unidades de medidas e alguns desconhecem a relacdo entre as
unidades de medida de capacidade e de volume (litro e m*). Podemos observar no exemplo
a seguir, que o aluno mobiliza corretamente o conceito-em-agéo da relacéo existente entre
as unidades de volume e de capacidade (representou a relacdo de correspondéncia entre 1
m® e 1000 L e entre 1 L e 1 dm®), porém nio consegue transformar o litro em seus



submultiplos, ao verificar que tal aluno desenvolveu a relacdo 1dL = 1.10L = 10 L. Ver

exemplo abaixo:

Sabendo que 1 litro corresponde a 1 dm’, transforme:
ay 2 m em Iitros:;

b) 10dlemdm’:

Figura 2

A questdo 11 tem como objetivo observar se os alunos compreendem a
trilinearidade do volume, mais precisamente, pedindo ao aluno para verificar quantos por
cento aumenta o volume de um paralelepipedo se suas arestas sofrerem aumento de 20%.

Apenas um aluno acertou a questdo, embora um dos erros foi devido ao calculo.

Segundo Vergnaud (1990), a grandeza volume se insere no campo conceitual das
estruturas multiplicativas e para a sua compreensdo faz-se necessario a passagem de uma
concepgdo aditiva da grandeza volume (como na contagem de cubinhos para calcular o
volume) para a concepg¢do multiplicativa que, segundo o autor supracitado, € um processo
lento e dificil do desenvolvimento cognitivo do sujeito. Desta forma, podemos esperar que
os alunos ainda adotem a concepcao linear de volume, desenvolvendo o teorema-em-acgéo
erroneo de que o volume altera na mesma proporcdo que a aresta, ou seja, se a aresta
aumentar de 20%, entdo o volume também aumenta de 20%, respondendo a alternativa a,

como foi observado em trés respostas.

Podera também errar no calculo numérico e responder a letra b, elevando de
maneira incorreta 0 aumento da aresta, que ao invés de ser (1,2 a)*, eleva (0,2 a) a terceira

poténcia, achando o valor de 0,008 a°, que para ele corresponde a 0,8%.

Entretanto, podera também responder a alternativa ¢, que ao invés de elevar a

terceira poténcia, desenvolve o principio aditivo, somando o0 aumento das trés arestas para



encontrar o aumento do volume, fato este observado em trés protocolos de alunos. Ver

figura 3:

Se aumentarmos em 20% (vinte por cento) as arestas de um paralelepipedo

retingulo, em quantos por cento o scu volume serd aumentado

a) 20% :
b) 0.,8% T 4 8207 = &0
o 60%
d) 72,8%
¢} OUTROS

Justifique sua resposta;

Figura 3

Situacdes de comparacdo e de producdo foram as que obtiveram menor indice de
acerto. Na questdo 1, pede-se ao aluno comparar os volumes de dois objetos (pizza e
esfera) formados com a mesma quantidade de massa de modelar. A maioria errou, por
mobilizar teoremas-em-acdo do tipo: “a esfera por ter raio menor que a pizza , terd menor
volume”, ou “a esfera ¢ uma figura espacial e a pizza ¢ uma figura plana, logo a esfera tem

volume maior que a pizza”, conforme exemplo abaixo:

1) Com dois pedagos iguais de massa de modelar, formamos com um deles uma

csfera ¢ com outro uma pizza. Marque a alternativa correta:
a) Os dois objetos formados 1€m 0 mesmo volume.
b) A esfera tem volume maior que a pizza

A A esfera tem volume menor que a pizza.

e Tyes o Tra >0

AU \
Justifique sua resposta:' *% Seoan e

g LASRL. Aoy S

Figura 4

Na questdo 6, apenas um aluno respondeu corretamente a producdo do solido de
volume menor que o sélido dado, porém um dos que errou o calculo de volume conseguiu
produzir um sélido correspondente ao ter¢o do volume calculado erroneamente, o que leva
a crer que este aluno compreende volume como grandeza, pois 0 mesmo apesar de ter

calculado erroneamente o volume do sélido inicial, calculou de maneira correta o volume



do solido pedido, representou corretamente a unidade de medida de volume e representou
corretamente o solido correspondente ao volume calculado, nota-se ainda que o solido
produzido foi diferente do sélido dado na questdo, mostrando que o aluno reconhece a

independéncia do volume com a forma do sélido. Ver exemplo a seguir:

O empilhamento abaixo foi construido a partir de cilindros de 2em’, 4em’ e

8cm® respectivamente. Construa um solido com 1/3 do volume deste
cmpilhamento.

Ok
(1)

Figura 5

CONSIDERACOES FINAIS

Neste recorte de uma pesquisa em andamento, pudemos observar, sob a ética da
Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud (1990) que a maioria dos alunos do ensino
médio testados neste estudo compreende volume como grandeza, diante de situacdes de
medida. Apesar de apresentarem erros consideraveis nas questdes, mais relacionados ao
calculo, a maioria representou corretamente a formula de volume, sua unidade de medida,
desenharam o sélido para auxiliar na resolucdo da questdo, o que da indicios de que
compreendem o significado de volume e que conseguem também realizar corretamente a
transferéncia dos quadros geométrico, numérico e da grandeza.

Porém, diante de outras situaces, como transformacdo de unidades, producédo de
solidos e comparacdo, os alunos tiveram mais dificuldades na resolugdo, mostrando em
alguns casos confusdo com outras grandezas como area e comprimento. A maioria nao

reconhece ou ndo consegue transformar corretamente a unidade de medida de volume, néo



consegue produzir o sélido de menor volume que o sélido dado, o que aponta dificuldades
na transferéncia dos quadros geométrico, numerico e da grandeza.

Quanto aos invariantes, o uso da férmula foi 0 mais recorrente, sendo usada na
maioria das vezes de modo correto, embora em alguns casos ainda exista conflito entre a
férmula da éarea e a de volume.

A representacdo do quadro geométrico de volume, a partir do desenho, foi
observada nas resolugdes, 0 que mostra a importancia da representacdo para a construcao
do conceito de volume como grandeza. Nos casos em que 0 desenho ndo representava
corretamente o sélido da questdo, o aluno errava também a formula para o célculo de
volume e ndo representava corretamente a unidade de medida.

Para finalizar, entendemos também serem necessarios outros estudos que
contemplem estratégias mais variadas, as quais permitirdo ter um diagndstico mais amplo

sobre a compreenséo do conceito de volume nessa etapa de ensino.
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